Corrigé — Mathématiques I — Session 2015

Question I
Voir recueil officiel: théorémes I11.4 page 8 , I11.6 page 8 et III.7 page 10.

Question II

a) x estle rayon du demi-disque (en cm) et 2x est la largeur du rectangle (en cm).

b)

Soit y la longueur du rectangle (en cm).

Xe ]0; 58 [
A Jenéure = Arec/anglu a Ademi—disque
Jenétre 5 ?‘y 23 2x + X

<300=2py+2x+7mx
<> 300-2x—mx=2y

<::>150—x—gx=y

Ainsi,
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A(x)=2x-y+

=2x-(150——.):—Exj+—7—c-x2
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=3oox-[2+f)x2
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Soit 4 la fonction définie sur 0;58] par A(x)=300x —(%]xz .

Pour tout x e ]0;58]
A'(x)=300—2x(4;n)
=300~ x(4+7)
A'(x)=0300-x(4+m)=0
<300 =x(4+mn)
ox=3  (z42)
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L’aire de la fenétre est maximale lorsque
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Question 11
a) Conditions d’existence :
2x+35>0 et x*+3x+1>0 et x>0

Sx>—— et xe [—oo; 5 U i+oo| et x>0

2

L

D=]0;+co[
Vx € |0;+00[ : In(2x+3) <In(x* +3x+1)-Inx
< n(2x+3)+nx<In(x* +3x+1)
o In(2x* +3x)<In(x* +3x+1)
& 2x" +3x < x7 +3x +1
esxt—1<0
o xe[-11] S =]0;1]
b) Vxel, e* ~1le" >-28
Posons 7 =e” . On obtient alors,
£ -11t>-28
o -11r+2820 (A=9,1=41,=17)
ole ]—oo,' 4] u[7;+co[
Ainsi, il faut que
e’ <4 ou el =T

& x<ind ou - x>in
S =] 4| U[in7; +]

Question IV

1)a) lim g(x)= lim(—g:— x —1]=——oo et: slimie(x)y=/lim (—-g:— x —1)=+oo

—¥+D =340

Pour tout X € R,
glx)=—e"-1=—(e"+1)<0 Vx €R
Tableau de variation de g

X —0 400
g '(x) -
g =+00 TN

b) g est continue et strictement décroissante sur R et I’'image de R par g est R.
Comme 0 € R, I’équation g(x) = 0 a exactement une solution o dans R.
g(-1,3)=0,027>0et g(-1,2)=-0,1 <0

Donc -1,3 <a< -1,2.




2) a)

lim f(x)= lim =%

Vs 400 x4 ¢ T4l 0
= lim x
Soaen ¢ 10 xe
% ( } hm f (x) = lim —
:_H x=-0 g% 4]
= lim &
A4 (lﬂ )
STt =
=—00
RY X
%, —-xe —x+x —xe
b) VXG[R =Xt R = = === =f(x)
e’ +1 e +1 e’ +1

La droite d d’équation y = -x est A.O. & Cyen +o0.

lim (/(x)=(=x)) = lim | —x+—"—+3
I (09-9)= e+ e

X

= lim
x4 oF +1

n X
= Jim =

I+ o 1 + e—"'
e

-0 -1

Donc Cr admet une asymptote oblique d en+oo d’équation y = - x.

c)
Vrel f(x)= (~e" —xe" )~(e"'

+1)—(—xe")-e"

(e"+1)2

ool e xe e
(e"+l)2

—e™ erisxet e

E e

e (—-e == 1)

(er+1)

X

=% _g(x)

Le signe de /” est celui de g.




Tableau des signes de g

x |—m o +0
g(x) | AT

Tableau des variations de f

X -0 o +00
SRRIER e g
el o 1)
max —0
Aa)=0.28.
Question V

a) Cy et C, ont une tangente commune au point d’abscisse e’ ssi

f@)=g() et f(e’)=g(e)
Pour tout x €]0;+ec[, /'(x) =1 et g'(x)=;-F
f'(e2)=-el; et g(ez)=%'—\/£—;=-e'7 et f(e*)=In(e’)=2 et g(e2)=%\/§=%.e=2

Comme f'(e’)=g'(e’) et f(e’)=g(e’), Cs et Cgont une tangente commune au point A(e%;2).

b) F(x)= Iln tdt Posons : u(t) = Int u'(t)=

~ ] —

vt)=1 v(t) =t

Donc F(x)=[Inz-]/ —J.—l--tdt=xlnx—[r]f =xlnx-x+1,avecc € R.
1

c) Vx €]0;+oo[: G'(x) =i(\/;+x.$) :.3‘*;(\/3;%\/;) =§ﬁ
etiGl)=-—==0

d) Pourtoutx e [1,’(32], g(x)> f(x),donc
A=[[g0)~f(®)]dx =[G(x) - F@)]

=G(e")- F(e")-(GM) - F(1))
=4¢? -e——;‘;—(Zez —e’ +1)
4’ -4-3¢’ -3e

i 3e

e —3e—4

Sy

=0,973 ua




Question VI

vx—(+nx) -lnx

3

a) Pour tout x €]0; +o0, f'(x) =
X X

T,:y=f'a)x-a)+ f(a)

~Ina l+lna
Y=——==(x—a)+
a:
—-lna Ina l+Ina
= X+—
a’ a a

—Ina 1+2Ina
= 5

> e e
44 o

b) 0(0:0) €T, < 0=“11200+1+2lna

a a

_2lna+1

a

<::>lna=—l
2

<0

1
Sa=e?

1
Sa=—

Je

- Il existe un seul point M(a ; f(a)) tel que la tangente & Cy en M passe par I’origine. C’est le point
d’abscisse —-.
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=
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Question VII
y {1

x>27 x—2
N 2% =t
= lim ———
x—2" Y=
i x(2x —x?)
a2 (x = 2) N2x—x?
e )
=7 (x— 2)\/2x—x2

—4
—~=
2

Donc f n’est pas dérivable en 2 et Cyadmet une demi-
tangente verticale au point d’abscisse x = 2. Vrai.

= lim ———
=2 \2x —x?
+

-0

= —00




b) Soit f1a fonction définie sur R par f(x)=2x"—x+]I
Pour tout xef : f'(x)=8x" -1

Pourtout xel : f(x)=08x’-1=0= =l x=

12 ]—

De plus f” est strictement croissante sur R.
Tableau des variations

X
fx) -
! S

—0 +c0

O |~

o | W

F§)=2-5-4+1=}
Vxell, f(x)Z 3. donc I’équation f(x) =0 n’a aucune solution dans R. Faux.

Question IX
|
X
a)li= dx
) 4;1+x2
1 |
=| —In 1+x2J
3n0+2)]
In2
=— i
5 (1)
b) e
I+ =[—=de+ [ a
il =l
o x>
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1
It+J=—J=-~T (2
©) > 5 @)

I In2 1-In2
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Question X

x

3
= Jsin( 3x)e’ dx Posons : u(x) = sin(3x)
0

Vv(x)=e"
Ainsi., x
7T 3
! Z[Siﬂ( 3x )'e‘"]g - J. 3cos(3x)-e" dx
0
=

3
=——3Icos(3x)-e“' dx
0

Donc :

I

3 p Ao
= —B.fcos( 3x)-e dx osons : u(x) = cos(3x)
0

V'(x)=e"
% 3
=-3 [cos(Bx)e“']g —J.(——3sin(3x)~e"') dx
0
e
=-3| —e* —1+3!sin(3x)-e“' dx
0
=3¢’ +3-9J
D'ou, I=3¢’+3-9/ <10/ =3e3 +3 > [ =326 +3
Question XI
Tableau des variations de F
X -3 0 4 7
F (x)=1(x) e g e v L el e
F TN o T

La courbe B ne convient pas car F est croissante sur [0 ; 4].

0
F(0)= I Jf(t)dt =0 donc la courbe A ne convient pas.
0

u’(x) = 3cos(3x)

v(x) =¢"

u’(x) = -3sin(3x)

v(x) = e"




