13GE/GI - Mathématiques I - Corrigé

1. Question de cours. Théorémes I1.7.a page 6 et II.1 page 2.

(445 =9 pts)
Jx? -2x
2-x
a) Conditions d’existence: x> ~2x>0 et 2—x#0
S x-(x=2)20et x#2
o xe }-oo;O]u[2;+oo[et X#2
D, = ]—oo;O]u ]2;+oo[

2 _ z
b) Dérivabilité de fen 0: jm [X)=f0) = jy ¥¥ —2% Vx*-2x
x=20"  x-0 x—>40" x(Z—x) sz —~2%
= lim x? = 2x
(2 - x)Wx? =2x
= llm_ (x-z)x
x40 32 — ¥ x? —2x

2. f(x) =

Donc f n’est pas dérivable en 0. C¢ admet une demi-tangente verticale au point d’abscisse 0.
¢) Vx€]—o0;0[U]2; +oo]:
2x =2
@ -x)——— - ~1x? - 2x
fr(x)= 2\/x’ -2x (
@-x)

_(2-x)(x~1)+x*-2x
(2-x)*vx?* -2x
_2x=x*-2+4x+x’=2x _ x=2 1

@-x*Vxt-2x  (2-x)*Vx? -2x ) (x=2)x* - 2x

(2+3+4 = 9 pts)

3.D=R
a) VxeR:6* +1-26" <0 |€*>0
c(e")2+e"-250 ' On pose: X =e*>0.

L’inéquation s’écrit: X*+ X -2<0 A=9 = X, =let X, =-2(arejeter)

Tableau des signes:
X 0 1 +00
X2+x-21 - 0 +
o X elog]
o e’ <1
& x<0

S = ]—oo;O]




b) 2In(2x -1)~In4 =In(5-x)
CE.2x—1>0et5—x>0 & x>=etx <5
D= {2790

VxeD:2In2x-1)~In4 =In(5-x)

< In@x-1)* =In[(5-x)-4]

& @2x-17=(5-x)-4

& 4x2 -4x +1=20-4x

o 4x% =19
ox= oy -
@D e
(8]
(4+4 = 8 pts)
4.2)Ona: V=1L=1dm’ . Donc:zx* h=1h= 12 .
X
Alors : Vx €]0; +oo[ : 4(x) = 27x* +27mxh = 27w x* +27rx-——1—2— w42
nx x
b) Vx €]0; +oo[ : 4'(x) = 47rx——22—.
X Tableau de variation:
Vx E]O;+00[:A’(x)=0©47rx-—%-=0 * 0 N
ot oz % A0 [ - 0 +
Q%—:O@%X’—Z:O@X’:—};@X:S% A I \MIN/
Donc ’emballage est minimal si le rayon de la base du cylindre vaut x = £ ~ 0,54 dm.
Ay = AR )= 273" +2 427 =554 dm?
(4+3 = Tpts)

5. f:x (x+1e”
VXeER: f'(x)=(x+1)e" +e* =(x+2)e”
Equation de la tangente T, en un point quelconque d’abscisse a de la courbe:
y = f'(a)x-a)+ f(a) | |
y=(a+2)e’(x—a)+(a+1)e’
y=(a+2)e’x—(a*+2a)e” +(a+1)e’
y=(a+2)ex+(—a*—-a+ l)e"-
A0)eT, & 0=(a+2)e” +(-a’ —a+1)e’
< 0 =(-a’+3)e”
Sa=+3oua=-3

Aux points d’abscisses V3 et —/3 respectivement, la courbe admet une tangente passant par A.




6. f(x)=3-x-Inx D, =]0;+o]

X—>+4e0

1.2) lim f(x) = 1513(3:5— J):-foo lim f(x)=1irn(3:g-¥)=_w

-0 ~00 =0
’ 1 —-x-1 ,
V€D : f'(X)=-1-—= Vx€D :f'(x)>0 & -x-1>0 x>-1¢D,
b x
—
>0

Tableau des variations :

X 0 +o0
f'& s
if “+oo \ -00

b) fest continue et strictement décroissante sur |0;+o0[avec 0 e f(]05+00[) = - ao;+00] .
Donc ’équation f (x) = 0 posséde une unique solution réelle ae ]0;+oo[.

¢) Tableau des signes :

x [0 a +00

) | + 0 -

2. g(x)= (1 = 3 (2-Inx) D, =105+

a) Vx € D, :g'(x)=(l—l)-(—}-J 12 -(2—lnx)
x %

x*
1 1 2 ln_x

X x2 x2 xz

_=x+3-Inx _ f(x)
T w2

x? x

Donc le signe d g’(x) est celui de f(x).

Tableau des variations :

X 0 a +o0
g') [l + 0 e

g(a)
g I 7 oy
b)f(a@)=0 &3-a-lna=0
o ha=3-a

Alors, on obtient : g(a) = (1 - .1_) (2-Ina)
[24

=(1—%)(2—3+a)

=9_:l —I+a)
a

(e -1)

a

((3+2+1)+(3+2) = 11points)




1
. ; . u(x)=Inx u'(x)=—
T.8) 1= L (2x-1) Inx dx Intégration par parties: 3
V(x)=2x-1 v(x)=x -x

Donc: [ = [(Jc2 ~x)lnx ]: —Le X e

dx

X

[ -oPme-0]-[[ -

T SR I \ ]‘
=e e[zx xl

et —e-[3et -e-(3-1)

b)I-J =jl‘[(2x—1)-(l’f+—l);(iﬁ]mx dx

e 2-—-- — 2 -—

=j- 2x° —x=2x" +2x-x+1 i
X

E‘_ dx Foow Lol J)

- [ln .x]

Nl-—‘

(4+3="7 points)

8. A= fGa)cie [ F)ae

% 3%
—I"x - _J.° x2—4dx
= E[xn|x2 ’4|]: —%[In]xa - 4|]§

5

= 2ln4——ln21
2
3. 64
==In—u.a
2 21

(4 points)




